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Clanok podAva prehlad zakladnych pojmov, metod a idef teorie
grafov — biirlivo sa rozvi'jajucej matematickej disciplfny, ktora
po desatrociach zivorenia v statiach specialistov sa coraz viacej
uplatnuje v rozlicnych odboroch a jej elementy zacmaju prenikat
na Skoly v8etkych stupnov — od zAkladnych 8k6l az po postgradu-
dine 8tiidium vysokych 8k61. Clanok mozno pouzit prave tak pro
Studium individuAlne ako pro studium kolekti'vne — napriklad
V ramci nepovinneho seminara z matematiky pre stvrty rocni'k
gymnazii. Odporilcame citatelovi, aby sa pokusil samostatne si
rozrieSit v8etky cvicenia uvedene v texte a az potom skontroloval
svoj postup vo vysledkoch cviceni, ktore uvAdzame na konci kazdej
casti clAnku.

1. Pojem grafu

V kazdodennom zivote, v matematike i v inych vedach sa casto stre-
tavame so situaciami, pri ktorych objekty jedneho druhu su pospajane po-
mocou objektov druh”~ho druhu. Tak mesta su pospajane pomocou ciest;
byty pomocou telefonov; ludia su spojeni pribuzenskymi a inymi
vzfahmi; vrcholy mnohostenu (napr. ihlana alebo hranola) su spojene
hranami; atomy chemickych prvkov su pospajane pomocou vazieb.
Kedze sa ukazuje, ze tak™to a podobne situacie majii viac spolocneho, nez
by sa na prvy pohlad zdalo, je licelne ich skiimat abstraktne; aby sme to
mohli robif, potrebujeme mat nejaky nazov pre objekty prveho druhu
(mestd, byty, ludia, vrcholy, atomy) i pre objekty druheho druhu (cesty,
telefonne linky, medziludske vztahy, hrany, chemicke vazby); tieto nazvy
si vypoziciame z prikladu, ktory ma k matematike najblizsie — od
mnohostenov. Objekty prveho druhu preto nazveme vrcholy”) a objekty
druheho druhu — hrany. Na charakterizaciu celej situacie vsak nestaci
vymenovaf vrcholy a hrany, ale treba este pre kazdd hranu stanovit, ktor4
dva vrcholy spaja (pripusfame aj pripad, ze tieto dva vrcholy sa rovnajii,
t. j. hrana spaja vrchol sam so sebou). Namiesto vyjadrenia, ze hrana h
spaja vrcholy usiv, budeme casto tiez hovorif, ze hrana h je incidentna
s vrcholmi % a w, a naopak, vrcholy % a v su incidentne s hranou h. Pritom
budeme, samozrejme, pozadovat, aby ziadna hrana nebola incidentna
8 viac nez dvoma vrcholmi.

1) Namiesto slova vrchol sa niekedy pouzi'va aj starSi nazov uzol.



Aby nase dalsie uvahy mohli byt dostatocne presne, potrebujeme mat
urcity matematicky model predoslych situacii, ktory nazyvame grafom
a prislusmi matematicku teoriu budeme nazyvat teoria grafov. Treba
povedat, ze tu ide o nieco celkom ineho nez o skumanie tzv. grafov funkcii;
okrem toho slovo ,,graf” sa pouziva i v mnohych inych suvislostiach (napr.
VO vyzname ,,grafikon“ a vseobecne pri zachyteni priebehu procesov po-
mocou kriviek alebo inych geometrickych prostriedkov). My budeme
slovo ,,graf* pouzivaf v inom vyzname.

Poznamenajme, ze existuje mnoho sposobov definicie zakladnych pojmov
teorie grafov, ktore sa lisia stupnom vseobecnosti, pouzitymi prostried-
kami (mnoziny, zobrazenia, relacie atd.) a terminologiou. Tieto otazky su
nielen v ceskoslovenskej, ale najma vo svetovej literature este velmi
neustalene a je takmer pravidlom, ze nova kniha o teorii grafov zavadza
i novu terminologiu. My si vyberieme sposob definicie a terminologiu,
ktore su dostatocne vseobecne, pritom vsak pomerne jednoduche a pre
dalsi vyklad ako i sledovanie inej literatury vhodne. Pritom pouzijeme
obvykly jazyk a oznacovanie z teorie mnozin, ktore povazujeme v zd-
kladnych rysoch za zname, preto uvedieme z nich len strucny prehlad
poznatkov, ktore budeme najviac potrebovaf.

Mnozinou nazyvame suhrn nejakych objektov, ktore nazyvame
prvkami tejto mnoziny. Okolnost, ze objekt a je prvkom mnoziny
M, zapisujeme takto: aeM. Znak 0 oznacuje prazdnu mnozinu (t. j.
mnozinu, ktora nema nijaky prvok). Predpokladame, ze citatel zhruba vie,
co je konecna a nekonecna mnozina (t. j. mnozina, ktora ma konecny,
resp. nekonecny pocet prvkov). Ak konecna mnozina ma prdve n prvkov
(kde n je cele nezaporne cislo), nazyvame ju %-prvkova mnozina alebo mno-
zina s n prvkami. Ak je kazdy prvok mnoziny M prvkom mnoziny N,
pisesme M N o hovorime, ze mnozina M je podmnozinou mnoziny
N. Ak sa mnoziny Af a A skladaju z tych istych prvkov (t. j. ak
Af c A a Ac; df), pisesme M = N. Ak sa nejaka mnozina sklada
z prvkov a, b, ¢, ..., oznacujeme ju znakom {a, 6, ¢, ..}. Ak sii dane
dva prvky a, h mnoziny M, mozeme z nich utvorit usporiadanii dvojicu
(a, h). Slovo ,,usporiadana“ tu znamena, ze dvojicu (a, b) povazujeme
za roznu od dvojice (6, a), pravda, okrem pripadu a = b, ked sa tieto dvo-
jice, samozrejme, rovnaju. Analogicky budeme pouzivaf pojem a ozna-
cenie usporiadanej trojice {a, b, ¢), usporiadanej stvorice {a, b, c, d) atd.
Vseobecne, ak mame n prvkov nejakej mnoziny (kde w je prirodzene cislo),
pricom prvky su oznacene znakmi ay, az, an (prvky nemusia byf navza-
jom rozne!), mozeme z ich utvorit usporiadanii %-ticu {ay, az, ..., an), kto-
rej hovorime tiez konecna postupnost prvkov ay, az, ..., an-

Popri usporiadanych dvojiciach budeme obcas potrebovaf aj neusporia-
dane dvojice alebo strucne len dvojice; sii charakterizovand tym, ze zmenou



poradia prvkov sa nezmenia: (neusporiadanii) dvojicu {a, b) povazujeme
vzdy za rovnajiicu sa dvojici {h, a). V podobnom zmysle budeme hovorit
0 (neusporiadanych) trojiciach, stvoriciach atd. Napr. stvorice cisel
(1, 1,2 3), (1, 1, 3, 2), (1, 2, 1, 3) atd. povazujeme za rovnake.

Teraz sa mozeme vratit k abstraktnemu popisu situacii, o ktorych sme
hovorili na zaciatku. Zrejme na ich urcenie staci vzdy udaf mnozinu V
vsetkych vrcholov, mnozinu H vsetkych bran a mnozinu I vsetkych uspo-
riadanych dvojic {v, h), kde v je vrchol a h je hrana incidentna s vrcholom v.
Cehi matematicku strukturu (graf) mozeme potom definovaf ako iisporia-
dami trojicu tychto mnozin. Presna definicia grafu vyzera teda takto;

Grafom nazyvame usporiadanu trojicu G= {V,H,l), kde V, Hal
su mnoziny splnajuce nasledujuce dve podmienky;

(1) kazdy prvok mnoziny 7 je usporiadanou dvojicou tvaru {v,h), kde
VeVahEH;

(2) pre kazde heH existuje prave jeden, alebo prave dva prvky
vE V take, ze (v, h) el.

Prva moznost v podmienke (2) zodpoveda situacii, ked hrana h
spaja vrchol sam so sebou; druha situacii, ked h spaja dva rozne vrcholy.

Mnozinu V nazjVame vrcholovou mnozinou grafu G. Jej prvky na-
zyvame vrcholy grafu G. Podobne mnozinu 77 nazyvame hranovou mno-
zinou grafu G a jej "prvky — hrany grafu G. Pre vrcholy a hrany grafu G
niekedy pouzivame tiez spolocny nazov prvky grafu G. Mnozinu 7 bu-
deme nazyvaf incidenciou alebo relaciou incidencie grafu G.

Z dovodov vseobecnosti budeme pripustaf aj pripad, ze graf nema ziadne
prvky, t. j. P=7f =7 =0. V tomto pripade graf G = (0, 0, 0) nazy-
vame prazdny graf. Vsetky ostatne grafy nazyvame neprazdne grafy.

Priklad 1. Na brehu jazera {obr. 1) je umiestenych 7 pristavov Vi, Vz,
Vi, Va, Vs, Vf, vn (z toho jeden na ostrove). Pristavy su pospajane doprav-
nymi linkami hi, hi, h®, h?, hs, h®, h-j, hs, po ktorych premavaju parniky
(napr. linka hi predstavuje vyhliadkovu plavbu okolo ostrova, ktora

Obr. 1. Dopravne linky parm'kov na jazere



zacina i konci v pristave Vy). Uvedenu situaciu mozeme popisat grafom
G = {V, H, 1), pricom
v = {vi, v2, V3, V4, Vs, Vg, vn]-,
H = {1,112 hs, h4, hs, h*, h'l, hs;j;
I = {(iN, hi), {vi, A2), {vi, hi), {vi, hd), (NI, *7),
(V2, hi), {V3, hs), {V4, h3), {V4, Ad), ("a, "5), (", h"),
{vs,h6), {vs, hn), {v, "), {vg, hM)}.

Vidime, ze graf G ma 7 vrcholov a 8 hran. Jeho incidencia sa sklada
z 15 prvkov (dvojic). Hrana h2 sa vyskytuje v jedinej dvojici. Ostatne
hrany sa vyskytujii v dvoch dvojiciach, lebo su incidentne s dvoma roz-
nymi vrcholmi.

Cvi6enie 1. Na medzinarodnej porade sa zueastnili: Anglican (*), Francuz
{F), Kanadan {K), Nemec {N) a Svajciar {S). Kanadan rozprava po
anglicky a francuzsky, Svajciar po francuzsky a nemecky. Aby sa doho-
vorili aj ostatni, boli niektorym dvojiciam prideleni tlmocnici: tlmocnik
ty pre A a A, timocnik ©2 pre A a  tlmocnik "3 pre A a A, timocnik @
pre F a N a timocnik ts pre K a N. Je mozne pomocou grafu prehladne
popisaf, ktori tlmocnici sii prideleni jednotlivym dvojiciam? Ak ano,
zostrojte tento graf!

Cvidenie 2. Vysetrite, ci je usporiadana trojica G = (F, H, I) grafom, ak

A F={1,2}, H={34}/={1,4). (2.3), (3. 1). 4 2)};
b) F={12} H={34} 1 ={1,3) (2,3}
c) F=1(1, 2 3,4,5} A=/ =0 (prazdna mnozina).

Cvicenie 3. Zvolme si pevne rovinu E. Nech je F mnozinou vsetkych
bodov roviny R, a nech H je mnozinou vsetkych priamok roviny R. Oznac-
me znakom I mnozinu vsetkych usporiadanych dvojic {v, h) takych, ze
VEV, heH a bod v lezi na priamke h. Je usporiadana trojica G —
= {V, H, I) grafom?

Cvicenie 4. Dane su mnoziny V a H. Kedy existuje mnozina 1 taka, ze
G = {V, H, I) je graf?

2. Diagramy koneSnych grafov. Obycajne, kompletne
a komplementarne grafy

Lahko mozno zostrojit graf, ktory ma nekonecny pocet prvkov,
t. j. graf (F, H, /), v ktorom mnozina F alebo H je nekonecna. Taketo
grafy nazyvame nekonecne.' Prikladom nekonecneho grafu je graf



(V,H, ), V ktorom V je lubovolna nekonecna mnozina (napr. mnozina
vsetkych prirodzenych cisel (1,2,3, ..})az? =/ = 0.

Cvidenie 5. Vysetrite, ci existuju grafy (F, H, 1), v ktorych z mnozm
V,H & 1 s\x nekonecne: a) vsetky; by len Va H, c¢)len Fa/; d)lenHa I;
e) len F; /) len H; g) len /. h) Go mozno vo vseobecnosti povedat o ko-
necnosti mnozin ™ a /?

My sa budeme zaoberat najma konecnymi grafmi, t. j. grafmi, ktore
maju konecny pocet prvkov (vrcholov i bran). Taketo grafy byva casto
vyhodne znazornif v rovine pomocou tzv. diagramov. V diagrame
grafu vrcholom zodpovedaju body roviny, ktore obycajne zvyraznujeme
kruzkami. Hrany grafu sii znazornene pomocou ciar, ktore spajaju pnslusne
body. Okrem toho, ak je to potrebne, oznacime body symbolmi pnslusnych
vrcholov a clary symbolmi prislusnych hran. Napr. ak si na obr. 1 od-
myslime ostrov a brehy jazera, dostavame diagram grafu z prikladu 1.

Pri konstrukcii diagramu daneho grafu zalezi predovsetkym na tom,
ake body sii ciarami spojene; umiestnenie bodov, dizka i tvar ciar su
nepodstatne. Teda graf z prikladu 1 by sme mohli znazornit diagramom
aj tak ako na obr. 2. Vidime, ze jednemu grafu moze zodpovedat vela roz-
nych diagramov. Pri konstrukcii diagramu daneho grafu sa snazime, aby
diagram bol co najprehladnejsi.

Obr. 2. Diagram grafu z prikladu 1

Cvicenie 6. Nakreslite diagram grafu z cvicenia 1.

Pomocou incidencie mozeme zaviest dalsie uzitocne pojmy: vrcholy
incidentn”™ s hranou h sa nazyvaju konce hrany h\ hrana, ktora ma
jediny koniec, sa nazyva slucka; ak hrana ma dva rozne konce, tieto sa
nazyvaju susedne vrcholy; dve rozne hrany incidentne s tym istym
vrcholom sa nazyvaju susedne hrany. Dve alebo viac susednych hran,
z ktorych kaMa ma tie iste konce, sa nazyvaju rovnobezne hrany;
kazdii z nich nazyvame nasobna hrana.

Priklad 2. V grafe znazornenom na obr. 2 su a Vi konce hrany
Ai; a Va2 su susedne vrcholy; hi a h* su susedne hrany; h* a h” sii nasobne
hrany; ~2 je slucka,



V mnohych livahach sa mozno obmedzit na skumanie grafov, ktore
neobsahujii slucky ani nasobne hrany. My budeme taketo grafy nazyvat
obycajn”™. Hodno poznamenat, ze niektori autori rozumeju pod slovom
»graf“ nas obycajny graf (pripadne len konecny obycajny graf); ak
chcii vysetrovat grafy s nasobnymi hranami, pripadne i so sluckami,
pouMvajii nazvy ,,niultigraf”, ,,pseudograf* a pod. Kedze takato termino-
logia ma iste nevyhody (napr. pri tvoreni nazvov typu ,,podmnltigraf
a pod.), nebudeme ju pouzivaf.

Obycajny graf nazyvame kompletny (liplny), ak su rubovolne dva
jeho rozne vrcholy susedne. Diagramy kompletnych grafov s 1 az 5
vrcholmi sii na obr. 3 7).

Obr. 3. Kompletne grafy s 1 az 5 vrcholmi

Dva obycajne grafy G a G' nazyvame komplementarne (doplnkove),
ak majii tu istii vrcholovu mnozinu a ak dva rozne vrcholy sii susedne
V G' prave vtedy, ked nie su susedne v G.

Priklad 3. Definujme graf G\= {V, H', I') takto: Vrcholy grafu G'
budii tie iste ako v grafe G z vysledku cvicenia 1. Hranami grafu G' budu
dvojice osob, ktore sa priamo dohovoria (napr. Anglican a Kanadan).
Kazda dvojica bude incidentna s oboma osobami, ktore ju tvoria.
Lahko sa zisti, ze grafy G a G' su komplementarne.

3. Stupne vrcholov a pravidelne grafy. Pouzitie indukcie v teorii grafov

DoleHtu informaciu o vrchole grafu nam podava jeho stupeh, t. j.
pocet bran, ktore ,,z tohoto vrcholu vychadzaju®, cize ktore su s vrcholom
incidentne; pritom slucku pocitame za dve hrany. Stupeh vrcholu v
V grafe G budeme oznacovat sq{v) alebo strucne s{v). Ak je vrchol v
V grafe G incidentny s nekonecnym poctom hran, symbol sq{v) nedefi-
nujeme, len hovorime, ze v ma v G nekonecny stupeh.

Priklad 4. V grafe znazornenom na obr. 2 plati: s(vi) = 6, s{vz) =
= 5(J3) = S{v6) = S(NT) = 1, S{V4) = 4, siVs) = 2,

Cvidenie 7. Pre ktore prirodzene cisla n existuje graf s n vrcholmi,
z ktorych jeden ma stupeh 4 a vsetky ostatne maju stupeh 2 ?

2) Vyraz ,,graf s n vrcholmi“ (resp. ,,graf s m hranami‘) znamena graf, ktory
md prave n vrcholov (resp. prave m hran).
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Cvitenie 8. Dokazte, ze neexistuje graf s 5 vrcholmi, ktore vsetky majii
stupen 3.

Napriek predoslemu cviceniu sa moze stat, ze vsetky vrcholy grafu O
majii ten isty (konecny) stupen n. V tom pripade G nazyvame pravidel-
nym grafom stupna n.

Priklad 5. Pre kazde prirodzene cislo n plati: Kompletny graf s n
vrcholmi je pravidelnym grafom stupna n— 1 (skontrolujte si to pre
w =1 az 5 na obr. 3\). Z toho dalej vidime, ze existujii pravidelne grafy
lubovoTneho stupna.

Cvicenie 9. Popiste vsetky pravidelne grafy stupna a) 0; b) 1.

Pozndmka. Nase dalsie vysledky budeme vyjadrovaf v dvoch druhoch
viet: v teoremach a lemach. Teorema, cize hlavna veta, bude obsahovaf
vysledky, ktore sii pre nas najzaujimavejsie — akesi ciele jednotlivych
etap nasej prechadzky po tejto matematickej discipline. Naproti tomu
lema, cize pomocna veta, moze byt sice sama osebe tiez zaujimava, ale
z naSho hladiska bude mat len pomocny vyznam ako nastroj na dokazanie
dalsich teorem alebo riesenie cviceni a prikladov. Vysledky, ktore lahko
vyplyvajii z teorem a lem, budeme nazyvat ich dosledkami.

Pri dokaze niektorych teorem a lem budeme pouzivaf metodu indukcie
(nazyvanej casto ,,uplna indukcia“ alebo ,,matematicka indukcia®). Kedze
indukciu budeme potrebovat trocha v inom tvare nez sa obycajne
pouziva, uvedieme jej princip vo forme nasledujiicej lemy 1. Citatel,
pre ktoreho je jej formulacia prilis abstraktna, nech si pod vyrokom Vn
predstavuje napriklad vyrok

01+12+23+34 4y sy OFI0O+I

(a nech si tento vyrok pomocou indukcie dokaze!).

Lema 1. (Princip indukcie.) Predpokladajme, ze kazdemu celemu cislu

7 0 je priradeny vyrok Vn, pricom

1° vyrok v plati;

2° pre kazde cele k > 0 z platnosti vsetkych vyrokov Vn pre0 n <Kk
vyplyva platnosf vyroku vV~

Potom vyrok Vn plati pre vsetky cele n 0.

Ddkaz. Pripustme, ze predpoklady lemy sii splnene, ale vyrok Vn
neplati pre niektore cele w ™~ 0. Nech je k najmensie z cisel n tejto
vlastnosti. Zrejme A ™~ 0. Ak A =0, odporuje to predpokladu 1° ak

> 0, odporuje to predpokladu 2°. V obidvoch pripadoch dostavame
spor, co dokazuje lemu.
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Fozndmky.

1. Dokaz lemy 1 je zalozeny na tom, ze kazda neprazdna mnozina
celych nezapornych cisel ma najmensie cislo. Toto tvrdenie sa niekedy
povazuje za axiomu (zakladnu vlastnost, ktoru uz nedokazujeme).
Inokedy sa zasa tato vlastnost dokazuje pomocou axiomy, ktora pozaduje
platnost prindpu indukcie. Blizsi rozbor tychto otazok sa vymyka
Z ramca nasej temy.

2. Lema 1 a jej dokaz ostanii v platnosti, ak cislo 0 vsade nahradime
cislom 1 alebo lubovolnym inym celym cislom ¢ (su pripady, ked
potrebujeme pouzit princip indukcie pre ¢ — 2 alebo ¢ = 3).

3. Kedze v leme 1 sa meni cislo n, hovorime, ze pouzivame indukciu
jjVzhladom na n*.

4. Pri aplikacii principu indukcie overujeme podmienky 1° a 2°
overovaniu tychto podmienok hovorime prvy a druhy krok indukcie.

Lema 2. Nech je n cele nezaporne cislo. Potom plati: KaMa w-prvkova
mnozina ma prave 2** podmnozin.

Dokaz. Ak oznacime vyrok, ktory mame dokazat pre kazde cele
nezaporne cislo n, znakom Vn, mozeme pouzit indukciu vzhladom na n.

1° (Prvy krok indukcie.) Vyrok Vg plati, lebo 0-prvkova, t. j. prazdna
mnozina, ma jedinu podmnozinu, totiz opat prazdnu mnozinu a plati
2° =1

2° (Druhy krok indukcie.) Nech je k pevne zvolene prirodzene (t. j.
cele kladne) cislo. Nech plati vyrok Vn pre vsetky cele n z intervalu
0 n < k (tzv. indukcny predpoklad). Nech je M lubovolna A:-prvkova
mnozina. Potrebujeme dokazat, ze M ma prave 2* podmnozin. Za tym
ucelom vynechajme z mnoziny M jeden jej prvok m (to mozeme, lebo k
je kladne). Dostaneme istii mnozinu M' * k —1 prvkami. Zrejme vsetky
podmnoziny A mnoziny M sa dajii rozdelit do dvoch skupin; bud A
neobsahuje prvok m, a teda A je podmnozinou mnoziny M' (takychto
podmnozin je podia indukcneho predpokladu 27*i; indukcny predpoklad
mozeme pouzit, lebo 0 ™ A — 1 < A;), alebo A obsahuje prvok m, a preto A
mozno ziskat z podmnoziny mnoziny M' pridanim prvku m (takychto
podmnozin A je prave tolko, kolko je podmnozin mnoziny M', teda
opat 2*“i). Spolu M ma 2*“i + 2*“i = 2" podmnozin.

Podia principu indukcie (lema 1) wvyrok Vn plati pre vsetky cele
nezaporne cisla n. Lema 2 je dokazana.

Teorema 1. V kazdom konecnom grafe sucet stuphov vsetkych vrcho-
lov sa rovna dvojnasobku poctu bran.

Dokaz urobime indukciou vzhladom na pocet hran grafu.
1° Teorema zrejme plati pre vsetky grafy s 0 hranami, lebo v tomto
pripade aj vsetky stupne vrcholov sa rovnaju nule,
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2° Predpokladajme, ze tvrdenie teoremy plati pre vsetky grafy s menej
nez m hranami, kde m je dane prirodzene cislo. Dokazeme, ze toto
tvrdenie potom plati aj pre vsetky grafy s m hranami. Nech G je jeden
takyto graf s m hranami. Oznacme pocet jeho vrcholov znakom n a tieto
vrcholy znakmi Vi,Vz, .mmVn. Zvol'me rubovolnu hranu h a vynechajme
ju z grafu G. Dostaneme nejaky graf G' s n vrcholmi am — 1 hranami.
Polozme Si = sa{vi) a s" = SGY{vi) pre i = 1, 2, ..., n, t. j. 0oznacme stupne
vrcholov grafu G znakmi Si,Sz, mm.Sn a grafu G' znakmi S[,Sz, mms™
Podia indukcneho predpokladu plati:

+ &+ — -
Rozoznavajme dva pripady:

I. h je slucka. Bez ujmy na vseobecnosti mozeme predpokladat, ze
hrana h je incidentna s vrcholom Vi. Potom zrejme plati

s[ =Si—2,
So = 82,
takze
AL 4 B2+ e + +2--S24+ e+ —2(m—1) f2—2m.

Il. h ma dva rozne konce. Nech su to napr. vrcholy Vi a V=
Potom plati

sl =8 —1,
s2 = s2 — 1,
N = &3

takze . .
52 +53+ .+ 5= +1+QH+1+53+ . +§ =
=2m—1) + 2 =2m.
Teorema je dokazana.

Priklad 6. Sucet stupnov vsetkych vrcholov grafu z prikladu 1 (o6r. 2)
je6+1+1+4+2+ 1+ 1— 16, teda parny. Siicty stupnov vset-
kych vrcholov kompletnych grafov z obr. 3 sii 0, 2, 6, 12 a 20.

Cvidenie 10. Vyslovte teoremu 1 pre specialny pripad pravidelnych
grafov!

Dosledok 1. V kazdom konechom grafe siicet stupnov vsetkych vrcholov
je parny.
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Dokaz vyplyva priamo z teorerny 1.

Dosledok 2. Kazdy konecny graf ma parny pocet vrcholov neparneho
stupna.

Dokaz. Keby konecny graf G mal neparny pocet vrcholov neparneho
stupha, bol by sucet stuphov vsetkych vrcholov grafu G neparny, co
odporuje dosledku 1 teorerny 1.

Dosledok 3. Kazdy konecny pravidelny graf neparneho stupna ma parny
pocet vrcholov.

Dokaz vyplyva z predosleho dosledku 2.

Teorema 2. Nech je dane prirodzene cislo n a cele nezaporne cisla
Si,S2, ...,Sn. Graf s n vrcholmi, ktorych stupne su Si, Sz, ...,Sn existuje
prave vtedy, ked Si -f S2 + « +  je parne cislo.

Dokaz. Nutna podmienka vyplyva z dosledku 1 teorerny 1. Aby
sme dokazali, ze uvedena podmienka je aj postacujuca, nech su dane
cele nezaporn4 cisla Si,S2, kde n je prirodzene cislo, pricom

+ 52 + ... - 5n je pirne cislo. Tv”rdenie dokazeme indukciou vzhladom
na cislo

Bl + 52 + .. 51
m = 2

Ak m =0, tak zrefme =S = .. = = 0 a pozadovany graf exis-
tuje — staci pouzit lubovol'ny graf s n vrcholmi, ktory nema ziadne hrany.
Teraz predpokladajme, ze je dane prirodzene cislo m a grafs n vrcholmi,
ktore majii predpisane stupne sj, Sj; «> 5" existuje vMy, ked sj, Sj + ... +
+ \ je pdrne cislo a
5i + 52 + ... +

"

Dokazeme, ze graf s n vrcholmi, ktore maju predpisane stupne
Si, 52) Sn, mozno zostrojit aj vtedy, ked

51 + 52 4+ ...-(- 5m

Kedze m je prirodzene cislo, 5i -|- 52 + 50 7~ 2. Rozoznavajme dva
pripady:

I. Aspoh dve z cisel 5j, 52, ...,5m su kladne. Nech napr. 51 ™ 1, 52 ™ 1
Polozme 5 = 5i — 1, 52 = 52 — 1, 53 = 53, ..., 5 = 5m. Zrejme

b 52 + ... + 5°
1
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Podia indukcneho predpokladu existuje graf G' b n vrcholmi, ktorych
stupne v G' su s\,S, Oznacme tieto vrcholy znakmi Vi,Vz, ...,Vn
a spojme vrcholy Vi a V- novou hranou. Vznikne isty graf G s n vrcholmi
a m hranami. Zrejme stupne vrcholov v grafe G budii Si, So,

Il. Len jedine z cisel Si, Sz, Sn je kladne. Nech je to napr. Si.
Potom musi byt Si ™ 2. Polozme sj = 5i — 2, s= = Sz, = Sn- Calsi
postup je ten isty ako v predoslom pripade — len pridanou hranou bude
slucka vo vrchole Vi.

Teorema je dokazana.

Cvicenie 11. Dan” su cel4 nezaporne cisla was. Kedy existuje pravidelny
graf stupna s, ktory ma prave w vrcholov?

4. Podgrafy a izomorfizmy grafov

Vsimnime si grafy znazornene na obr. 4. Hoci na prvy pohlad su ich
diagramy rozdielne, po podrobnejsom stiidiu zistime, ze sa vlastne lisia
iba oznacenim prvkov, umiestnenim bodov predstavujucich vrcholy

a tvarom ciar ich spojujucich. Napr. v grafe G sii spojene lubovolne dva
vrcholy prave jednou hranou okrem dvojice nesusednych vrcholov {a, €)
a okrem dvojice vrcholov (6, ¢) spojenych troma hranami. V grafe G'
plati to iste o dvojici {a', e) a {b,c"), v grafe G" o dvojiciach {a", e")
a (6", ¢"). V grafe G ma hrana r konce a a b, v grafe G' ma hrana r' konce
a' ab', v grafe G" ma hrana r" konce a" a b". Ked si zvolime inii hranu,
zistime podobnu zavislost. Vidime, ze korespondencia a a'a(*a", b<-*
*Ap'  b" atd. medzi vrcholmi grafov G, G' a G” a korespondencia
ror s<is' ons" atd. medzi hranami tychto grafov ma tii vlastnosf,
ze zodpovedajuce si hrany spojuju zodpovedajuce si vrcholy. Hovorime,
ze grafy G, G' a G" su navzajom izomorfne. Presnejsie, hovorime, ze
grafy G={V,H 1) a G' = {V, H', I') su izomorfne, ked vrcholy (resp.
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hrany) grafu G mozno vzajoinne jednoznacne priradii: vrcholom (re”p.
hranam) grafu G' tak, aby vrchol v a hrana h grafu G boli incidentne
V G prave vtedy, ked zodpovedajuci vrchol v' a hrana h' grafu G' su
incidentne v G'. Prislusne priradenie medzi prvkami (t. j. vrcholmi
a hranami) grafov G a G' nazyvame izomorfizmus grafov G a G"

Vyznam pojmu izomorfizmus spociva v tom, ze izomorfne grafy
maju mnoho spolocnych vlastnosti; napr. ak su konecne, mozno ich
znazornif diagramami ,,rovnakeho tvaru“. Preto casto nie je potrebne
medzi izomorfnymi grafmi rozlisovat a z isteho hladiska ich mozno
povazovat za ,,rovnake*.

Priklad 7. Lahko zistime, ze kazdy graf bez nasobnych hran s menej
nez troma vrcholmi je izomorfny niektoremu z 9 grafov, ktorych diagramy
su na o&r. 5 (prvy z nich je prazdny graf!).

. 0 ...000 — X)QD

Obr. 5. Grafy bez nasobnych hran s menej nez 3 vrcholmi

d

Cvicenie 12. Na obr. 6 je znazornenych 15 grafov. Kolko je medzi
nimi neizomorfnych?

Cvicenie 13. Dokazte, ze ak su dva (konecne) grafy izomorfne, tak
maju a) rovnaky pocet vrcholov; b) rovnaky pocet hran; c) rovnake
stupne vrcholov. Plati aj obratene tvrdenie?

Ohr. 6. Grafy so 4 vrcholmi a 4 hranami
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Cvicenie 14. Kolko existuje neizomorfnych obycajnych grafov s menej
nez 5 vrcholmi? Zostrojte ich diagramy!

Casto sa stretavame s pripadom, ze je dany graf s ,,velkym“ poctom
vrcholov a hran, ale pre nejake ucely staci nam vsimat si len niektore
z nich, teda skumat akesi ,casti“ grafu, tzv. podgrafy. Presnejsie,
hovonme, ze graf G'— {V, H' I") je podgrafom grafu G={V,H,1),
ak plati: A

BV VH “"H rcil

(4) ak vrchol v je koncom hrany h v grafe G a hrana h patri do grafu G',
tak aj vrchol v patri do G' a je koncom hrany h v G'.

Zrejine prazdny graf je podgrafom kazdeho grafu.

Cvi6enie 15. Ktore zo 4 grafov znazornenych na obr. 7 su podgrafmi
grafu z ohr.

Cvibenie 16. Kol'ko ma graf z ohr. 9 a) podgrafov; h) neizomorfnych
podgrafov? (Navod: Spocitajte najprv a) podgrafy; h) neizomorfne
podgrafy s 0, 1, 2 a 3 vrcholmi.)

Obr. 7. Grafy k ovif-eniam 1'i a 17

/1~

Voz
X

Obr. 8. Graf z cviceni 15 a 17 Obr. 9. Graf k cviceniam 16 a 18

Medzi podgrafmi sa vyskytuju dva ich vyznacne druhy: faktory
a indukovane podgrafy. Faktorom grafu G nazyvame kaMy jehopodgraf,
ktory ohsahuje vsetky vrcholy grafu (?. Indukovanym podgrafom grafu G
nazyvame kazdy podgraf G' grafu G, ktory ohsahuje vsetky hrany
graf*u G, ktorych oha konce patria do G'. Ak vrcholovii mnozinu grafu G'
oznacime znakom YV, mozeme tiez povedaf, ze G' je podgraf grafu G
indukovany mnozinou T
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Priklad 8. Uvazujme graf, ktoreho vrcholmi sii zeleznicne uzly
V Ceskoslovensku a ktoreho hranami su zeleznicne trate spojujuce tieto
uzly. lde teda o siet zeleznicnych spojov, ktorej mapa sa nachadza
V cestovnom poriadku CSD; tato mapa je v podstate diagramom nasho
grafu. Podgrafom tohto grafu je napriklad cast tejto siete, ktorii berieme
do livahy pri hl'adani spojov z Prahy do Kosic. Indukovanym podgrafom
je siet vsetkych zeleznicnych trati na Slovensku. Faktorom tohto grafu
je siet vsetkych trati v Ceskoslovensku, po ktorych chodia rychliky (pricom
ponechame vsetky zeleznicne uzly, aj ked cez ne ziadne rychliky ne-
chodia).

Cvibenie 17. Ktore zo 4 grafov znazornenych na ohr. 7 su a) faktormi,
b) indukovanymi podgrafmi grafu z obr.

Cvidenie 18. Kolko ma graf z ohr. 9 a) faktorov; b) indukovanych pod-
grafov? (Navod: a) Spocitajte postupne vsetky faktory s 0, 1, 2, 3, 4 a5
hranami; b) spocitajte vsetky indukovane podgrafy s 0, 1, 2 a 3
vrcholmi.)

Cvitenie 19. Dokazte, ze konecny graf G * n vrcholmi a m hranami ma
prave 2™ faktorov a 2* indukovanych podgrafov! Mozno pomocou cisel m
a n vyjadrit aj pocet podgrafov grafu t??

Vysledky cviceni

1.3=(,H 1), V={A F K, N, s}, H={ti, h, h, ts], I = {(A, ty), {A, ti),
(A, ts), {F, t5), {F, <), {K, ts), {N, ii), {N, t"), {N, ts), (S, ts)}.

2. a) Nie — neplati (1). b) Nie — neplati (2). c) Ano.

3. Nie — neplati (2).

4. Vzdy, okrem pripadu V = & H ™ 0.

5. @) Ano. b) Nie. c) Nie. d) Ano. e) Ano. ) Nie. g) Nie. h) H a I su bud obe konecne,
alebo obe nekonecne.

6. Pozri obr. 10.

1. Pre kazde n. Diagra n jedneho takehoto grafu je nacrtnuty na ohr. 11.

Ohr. 10. Vysledok cvicenia 6
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o] A [0} 6 A 6 0 70 —07

Obr. 12. Pravidelny graf stupna 1 Obr. IS. Prvy graf k vysledku ovicenia 13

Obr. 15. Obycajne grafy s menej nez 5 vrcholmi

8. Siicet stiipnov ma by£ 15. Avsak kazda hrana ma dva konce (rozne alebo totoz-
ne) a prispieva teda k sactu stupnov cialom 2. Preto siioet stupnov nemo”e byf
nepamym ci'slom 15. (Vyplyva to aj z teorem 1 a 2 a ich dosledkov.)

9. a) Nemaju ziadne hrany. b) Vrcholy sa daju rozdelit do dvojfc spojenych
(jedinou) hranou. Ine hrany uz v grafe nie su. Schematicky je tato situAcia znazornena
na obr. 12.

10. V konecnom pravidelnom grafe stupiia s, ktory ma prave n vrcholov a m bran,
plati; ns = 2m.

11. Prave vtedy, ked aspon jedno z cisel w a « je parne.

12. Prave dva.

13. Dane tvrdenie vyplyva z defim'cie izomorfnych grafov. Obratene tvrdenie ne-
plati; napr. grafy z obr. 13 a 14 splnajii predpoklady a), b) i c), ale zrejme nie su
izomorfne (cisla na obrazkoch znamenaju stupne vrcholov).

14. Prave 19. Je to prazdny graf a grafy znazornene na obr. 15.

15. Posledne dva.
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16.a) 1 +4 F14 +32==51.b) 1 +2H 6+ 15 = 24.

17. a) Posledny. b) Ziadeii.

18.a)1+5+10+10+5 f1=32pn1+3+3+1=3s

19. Faktory grafa G = {V, H, 1) zrejme zodpovedajvl (jednojednoznacne) pod-
mnozindm mnoziny H, ktorych je podia lemy 2 prave 2™*. Podobne indukovane pod-
grafy grafu O zodpovedaju podmnozinam mnoziny V a tych je podia lemy 2 prAve 2.
Pocet podgrafov takto vyjadrit nemozno. Napr. kazdy z troch grafov so 4 vrcholmi
a 3 hranami znAzornenych na obr. 15 mA iny pocet podgrafov (36, 34 a 35).
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