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K DEFINICII POJMU NEKONECNEHO RADU
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V dnesnych stredoskolskych uéebniciach matematiky sa pojem nekoneé-
ného radu (v dalom struéne aj radu) zavadza takto:

e
Nekoneénym radom nazyvame symbol Z ay alebo ay +a> - ... +
n=1
+ ap + ..., alebo a; +a, + .... SGéty sp=a;+ a2+ ... +ay, (n=1,
2, ...) nazyvame jeho ¢iastotnymi suc¢tami. Ak existuje lim s, = s, nazy-
n—> 0

Q0
vame rad Z a, konvergentnym, ¢islo s nazyvame jeho stétom a piSeme

n=1

8= z ay. Nekonecny rad, ktory nie je konvergentny, nazyva sa diver-
n=1
gentny (pozri [1], str. 38—40; [2] str. 168).
Tento spoésob zavedenia pojmu radu je v sulade s uéebnicami mate-
matickej analyzy, ktoré sa u nds pouzivaju (pozri napr. [3], str. 129).
No uz v monografii [4] je naznacené (pozri str. 100), Ze rad mozno chépat
ako Specialny pripad postupnosti. To umoznuje dat skuto¢ni definiciu
radu bez neurc¢itého pojmu ,,symbol*, definiciu, ktord v koneénom désledku
prevadza pojem radu na pojem mnoziny. To bude iste v stlade s moderni-
zaénymi snahami vo vyucovani matematiky na nasich strednych skoléch.
Preto zda sa ucelnym definovat pojem radu takto:

Definicia. Nech a,(n = 1, 2, ...) su ¢isla. Nekonecnym radom (strucne
radom)

Ay (1)

n=1

(alebo a; + a; + ... + ay + ...) nazyvame postupnost {s,},.,, S = a; +
+ay+ ... tap(k=1,2, ..). Cisla a, (w =1, 2, ...) nazyvame ¢lenmi
radu (1).

Poznamka. V zmysle predoslej definicie teda rad (1) s ¢lenmi a, (n = 1,

n
2, ...) je totozny s postupnostou {s,},"_ , ktorej éleny st > ax (n = 1,2, ...).
k=1
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Obrétene, postupnost {a,},%, je totoznd s radom > (@n — an _,), ak kladieme
n=1
ap = 0. Teda postupnost s ¢lenmi a, (n = 1, 2, ...) je totozna s radom,
ktorého ¢leny st ap —ay_1 (n =1, 2, ...), pricom ao = 0.

Prijatie uvedenej definicie mé isté dosledky pre formuldciu niektorych
vlastnosti radov. Tak napr. netreba osobitne definovat, ¢o znaéi konver-
gencia radu (znadi to isté, co konvergencia postupnosti {s,}~ ;). Zostéva
definicia stiétu radu s = lim s,, samozrejme, len v pripade jeho konver-

n—oo
gencie a mozno ponechaf aj pojem ¢iastocného suc¢tu radu. Namiesto ,,rad
s ohranic¢enou postupnostou ¢iastoénych stc¢tov*’ bude treba hovorit o ohra-
ni¢enom rade a pod.

o0
Poznamka. Aj pri prave zavedenej definicii radu budeme symbol Zan
n=1
(i dalsie) pouzivat nielen na oznacenie radu, ale este Castejsie na oznacenie
jeho stétu. '
Divergenciu radu

Sl 1 1
> —=1l4+—=+4..4+—+4..
n=1 M 2 n
prevratenych hodnot vsetkych prirodzenych ¢isel (tzv. harmonického
radu) mozno dokazat rozmanitymi spésobmi. Pre stredni skolu je spomedzi
doterajsich sposobov asi najvhodnejsia metéda zalozend na pouziti ne-
rovnosti
by
203 - 0 0
ktorej platnost (pre kazdé prirodzené ¢islo n) mozno lahko overit mate-
matickou indukciou.
Zd4 sa dolezitym vediet dokdzat divergenciu harmonického radu, a to
jednak preto, ze ide o rad, ktory splnuje nutnt podmienku konvergencie

(lim 71[ = 0) a jednak preto, ze ide o rad ,,vytvoreny‘* prirodzenym spd-
n—»0
sobom z mnoziny vsetkych prirodzenych éisel.

V dalsom podame dva dokazy divergencie harmonického radu, ktoré
podla autorovych vedomosti neboli doteraz znime v matematickej lite-
rature.

Najprv si povieme nieto o predbeznych vedomostiach potrebnych
na pochopenie dékazov. Ide o jednoduché poznatky z teérie nekonecénych
radov. Tieto poznatky su zhrnuté v nasledujtcich troch pouckach.

(A)a) Nech 0 < g, =b,(m=1, 2,:.)), nech rad Z by, konverguje.

- n—1



Potom konverguje aj rad Z ay a plati
n=1

an = z by

b) Nech okrem predpokladov v a) plati nasledujace: Existuje také priro-
dzené ¢islo m, Ze ay < by. Potom

Z an < D by
n=1 n=1
(B) Ak konverguje rad
Zlan =gyt ay+ oo Fap+ ..,

tak konverguje aj rad

(a1 + a2) + (a3 + aq) + ... + (@an_1 + a2n) + ...

a mé rovnaky sucet ako pévodny rad Z Q.
n=1

(€) Ak konverguju rady Z G Z by a d je ¢islo, tak konvergujt aj rady

n=1 n=1

i (an + bn), i n ba), ildan
a plati

Zan—l—bn Zan an,z n—bn) = Tan an,ZdanhdZan

n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
Pristupime k spomlnanym novym dokazom dlvergenme harmomckeho
radu.

Dk
Dékaz I. Nepriamo. Nech radz — konverguje anech s = > —. KedZe

n=1"M n=1"M1
(k =1, 2, ...), na zéklade (A) kazdy z radov
i L Z - konverguje. Polozme s; = i e 8 i -—}w.
S 2k—1 =2k = 2k—1° = 2k
)
812050, (2)
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Dalej na zéklade (B), (€) plati

_(1 1 £ 1 1) o3
= '|'*2 +(§+‘I)+---+ *f_’_‘"*‘f—f/ + oi=18 + 8y

Potom z (2), (3) dostavame s = s; + s, > 2s, = s, teda s > s. Dospeli sme
k sporu.

=l
Dokaz II. Nepriamo. Nech Z o konverguje. V dokaze I sme videli,
n=1
&1
zekonvergujeajrad ) 5% Nech s, s, majt rovnaky vyznam ako v dokaze I.
k=1

& 1 <
Na zéklade (C) konverguje rad ) (—2) 5% ® ma sucet —s. Dalej konver-
ko1

guje rad
4 1 1 1 I
O+§)+L§+Zy*“+(ﬁ:f+ﬁ)+“

\

a ma sucet s. No potom na zaklade (B) konvercu;e aj rad

z 1 1 ]!
Z(2k——l B ¥ar ‘)Ic—l 27):

k=1

_11+1_1‘ 1 1
SR T Z)Tm*(%:i—ﬂﬂ+~

a mé sucet s —s = 0. No vSetky cleny tohto radu su kladné ¢isla, a tak
na zdklade (A) b) jeho sti¢et musi byt kladny. Dospeli sme k sporu.
Vnimavy ¢itatel iste postrehol, Ze postupmi uplatnenymi v predoslych
dékazoch mozno dokazat tuto vSeobecnejsiu vetu.
Yeta:. Nechig, =20 (2 =1, 2, 1) &2 0= 2oL = 0411/ i

o0
nech existuje také prirodzené ¢islo [, ze az; | > ay;. Ak rad Z a, konverguje,
n=1

tak idzk = % i k.-
k=1 k-1

Ak v predoslej vete volime a, = —1~ (n =1, 2, ...), tak vzhladom na to,
n

v

ze
1 I i= ] J &
You=dm=gY =g Lo

k=1

vyplyva z uvedenej vety divergencia harmonického radu
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