ULOHY PRE PRACU MATEMATICKYCH KRUZKOV

Rubriku vedie Vojtech Filo, 921 01 Piestany, La¢na 14; ulohy spolu s rieSeniami
prosime posielat na jeho adresu.

Uloha A1l (autor P. Bartos).
Nech «, f, y st vnttorné uhly trojuholnika. Dokazte, zZe
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e) sm2 -+ sin2 — p + sin2 g > %s podmienkou rovnosti & = f = y.

Dokaz:

Lol @ty o B ] le—a) (=)
a) Podla VZOrcov sin o = l/——?, sin & = V“T_

sin%:l/_(f"_a()z——éj“—ﬂ a podla alohy A10, kde 8(s—a)(s—Db)

(s—a)(s—b)(s—c¢) <i MY E i
(s—c¢) = abc = e =3 plati sin 5 SN o sin o =
(g -uP (5P B0 . fa—ms—b)ls ) " ¢
—V a2b2c? o abe e § Podeer
kou rovnosti @ = b = ¢, teda o« = f§ = 9.
b)Ked’iecosa—{—cosﬂJrcosyz2cosgzﬁcosai—2~19—~cm oc+/3+
-+ sin2 — _’_’3 —2sin%(cos —:é—cosv—»jw—ﬂ) + 1 —4s1n?s1 —g—

sin % -+ 1, je podla rerovnosti a)

1 3 :
cos o + cos f 4 cosy = 4§—l— 1 =§s tou istou podmienkou o = f = y.

66



¢) sine -+ sin f -+ siny zzsin%%ﬁco o_c_:é + 2sin ; - cos ; . =
= 4 cos »Zi cos—‘g—cos%- L e b 5ﬂ51n Y S it S i il
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nerovnosti a). Podmienka rovnosti o« = f = ».
Uloha 12 (autor P. Bartos).
Nech a, b, ¢ su strany a 2s obvod trojuholnika. Dokazte, ze
l.a(s—b)(s—c¢)+b(s—a)(s—c) +c(s—a)(s—b) = Z—abc
: 9abe
: - —b —¢) S
2.a(s—a)+b(s ) Fc(s c)‘2(a+b+c)

3. a(b? 4 c2—a?) + b (a? + 2 — b2) + c(a? + b2 —c?) < 3abc, pricom
v kazdej nerovnosti plati rovnost len v rovnoramennom trojuholniku.

Dokaz: s

1. Podla vzorcov sin — = V(s = bM
2 be

(s—a)(s—Db) (S“b)(s—c)_{_(é‘—-c)(s———a) 3

atd. z nerovnosti e) v ulohe

ly z— =
442 vyplyra ab " be ac T4
= (rovnost pri @ = b = ¢), odkial vyplyva nerovnost 1.
2. Obdobne z nerovnosti d) v wlokhe AI0 pomocou vzorcov cos —;—— —
]/~8——_~—a~ atd. dostaneme f(f _——a_) + s -+ il = E (rov-
be ac ab 4

nost pri @ = b = ¢), odkial vyplyva nerovnost 2.

3. Podla kosinusovej vety 2abc cos a« = a(b? + ¢ — a?) a pod. Z toho
dostaneme rovnost a(b? + ¢z — a?) + b(c2 + a? — b2) -+ c(a? + b2 — ¢2) =
= 2abc (cos a + cos f + cos ) a podla nerovnosti b) v #lohe A11 potom
dostaneme nerovnost 3 s podmienkou rovnosti @ = b = c.

Pozndmka: Z nerovnosti 1(—3) mozno vytvorit vela dalsich, napr.
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a(b? + c2 + a?) + b(c® + a> —b?) +e(a? + b2 —c?) = — : ( +b+c)(ac+
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