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V clanku sa budeme zaoberal: mnozinovymi identitami a formulami typu

ktore vyjadruju pravdivy vzUah pre I’libovorne mnoziny A, B, ... (v identite 
by bolo = miesto c=). Pritom predpokladame, ze obe strany formuly su 
vyrazy utvorene ,,dovolenym spdsoboni“ z premennych A, B, ..., zo zatvo- 
riek a zo symbolov mnozinovych operacii U, n, — (rozdiel), — (symetricka 
diferencia) a ' (komplement v danej zakladnej mnozine Z). Tieto vyrazy 
mozno induktivne define vat, ale nebudeme to robit. Pripomenme len defi- 
nicie

A — B = [x e Z\ {x e A) a {x^ B)},
A — B = {x G Z; [{x E A) A {x ^ B)] v [{x ^ A) a {x e 5)]} =

= {A—B)KJ {B — A)

t. j. symetricka diferencia ^ 5 sa sklada z prvkov patriacich do
prave jednej z mnozin A, B.

Pri zistovani, ci vztah prave uvedenelio typu plati pre lubovolne mno­
ziny A, B, ... a, V lubovolnej zakladrej mnozine Z, sa postupuje bud ,,od 
pripadu k pripadu“, alebo pomocou Vennovych diagramov. Druha metoda 
je dost univerzalna — v zlozitejsich pripadoch — a najma pri vacsom pocte 
premennych — je vsak tvorenie diagramov a citanie z nich dost neprehladne. 
Na dvoch prikladoch si osvetlime postup, ktory je v podstate prepisom 
riesenia Vennovym diagramom do tabul’ky mil a jednotiek.

Priklad 1. Zistite, ci

{CkjB) — {A nC) ^ iC — A)U {B — C) 

je mnozinova identita.
RieSenie. Aj keby sa v tomto konkretnom pripade dalo postupovat 

jednoduchsie, zvolime postup, z ktoreho dospejeme k spominanej tabulkovej 
metode.



Pravdivostmi hodnotu vyroku p oznaemie \p\, pricom 1 znamera 
,,pravdu“ a 0 ,,nepravdu“. Predpokladajme napr., ze

I a; e ^ I = 0 

I a; G -B I = 1 

I a; 6 0 1 = 1

Potom podia defimcie operacii U, n, — a relacie = plati

(1

(2

(3

\xeCKJ B\ = \ [podia (3), (2)]

\xeAnC 1 = 0 [podia (1), (3)]

1 a: G (0 U 5) — (^ n (7) 1 = 1 [podia (4), (5)]

1 a; G C — A \ = 1 [podia (3), (1)]

\ xeB — C \ = 0 [podia (2), (3)]

\XE{C— A)KJ {B — C)\ = \ [podia (7), (8)]

\xe{Ckj B) —{An C)

o xe {C — ^)u(-B — (7) =1 [podia (6), (9)]

(4
(5

(6

(7
(8

(9

(10

Podobne postupujeme pri ostatnycli moznostiach pre pravdivostne hod 
noty |a;G-4 |, |a;G-B|, |a;GC'|. Vsetkych 8 pripadov skratene vyjadrim 
V tab. 1, V ktorej je predosly pripad zachyteny v stvrtom riadku pod za

Tabulka

1 2 3 4 6 5 10 7 9 8

A B C (C W B) — (A n C) — (0 — A) U (B — C)
3 4 1 6 3 7 2
2 5 3 9 1 8 3

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 1 1 0 1 1 1 0
0 1 0 1 1 0 1 0 1 1
0 1 1 1 1 0 1 1 1 0
1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
1 0 1 1 0 1 1 0 0 0
1 1 0 1 1 0 1 0 1 1
1 1 1 1 0 1 1 0 0 0



hlavim. V zahlavi su hore poradove cisla stipcov (v tomto poradi ich piseme 
a nizsie poradove cisla stipcov, z ktorych prislusny sipec tvorime (porovnaj 
s vyssie uvedenymi oznaceniami (1) az (10)).

Podia tah. 1 pre kazde x plati

X e {C B) — {A n C) ^ X E {C — A)^ {B — C),
cize rovnost

{C\J B)~ {An C) {C — A)KJ {B— C)

je mnozinova identita (t. j. plati pre lubovolne mnoziny A, B, C).
Prv nez uvedieme text naslediijiiceho prikladu, sformulujme mechanicke 

pravidla, podia ktorych tvorime jednotlive stipce.
a) Ak V lilolie, ktorii riesime, vystupuje n premennych Ai, Ax, An, 

bude pod zahlavim 2^ riadkov (32 v prikl. 2); ,,stlpec Ax' sa pritom sklada 
z 2™“i mil a 2^*~i jednotiek, ,,stlpec Ax' z 2”“^ ^ul, 2”~2 jednotiek atd.; 
konecne v ,,stlpci An" sii striedavo rmly a jednotky.

b) Stipce pre U, H, cz, = sa tvoria rovnako ako stipce pre v, a, 
=>, o (v tomto poradi) pri vyrokovych formulach. I)alej si uvedomime, ze

\ X E A => XE B 

X E A o X E B I
1 prave ked 

1 prave ked

\ XE A 

XE A

^ \ XE B 

= \XE B\

c) V stipci pre rozdiel A — B jednotka prave vtedy, ked je 1 v stipci 
A a 0 V stipci B (t. j. inokedy Je v stipci A — B nula).

d) V stipci A — B \ prave vtedy, ked su v stipcoch A, B rozlicne 
hodnoty.

Priklad 2. Zistite, ci za predpokladu

{A^ BY ~ C c: A' n D ^ E — B (11)

mozno niektore dva z vyrazov {A — D)n C,{B — C)KJ A\J E,E — A spojit 
znamienkom rovnosti alebo inkliizie tak, ze vznikne formula, ktora dava 
pravdivy vyrok pri lubovolnej zakladnej mnozine a pri dosadeni lubo- 
volnych mnozin za, A, B, C, D, E.

Riesenie. Na danii otazku mozno odpovedat na zaklade tab. 2. V nej sii 
vynechane pokracovania riadkov zodpovedajucich tym kombinaciam 
pravdivostnych hodnot \ xeA\,...,\xeE\, pri ktorych nie je predpoklad 
(11) splneny (do konca pokracujeme teda len v riadkoch, ktore majii 
jednotky v stipcoch c. 11 a 13).

Kedze pre pravdivostne hodnoty ^15,^18,^19 v 15., 18. a 19. stipci 
a V hociktorom riadku plati

^15 = ^19 ^ ^18
plati aj

{A - D) n C ^ E ~ A CZ {B — C)\J AVJ E



0 0 0 1 0 I T 1 1 I T

0 0 0 1 0 T 0 I T I I

0 0 0 T 0 1 T 0 1 I T

0 0 0 t 0 I 0 0 T T T

I 0 0 T 0 0 I 1 T 0 I T

T 0 0 T 0 0 1 0 I 0 T I

I 0 0 T 0 0 T T 0 0 T 1

1 0 0 I 0 0 I 0 0 0 I T

0 0 0 T 0 T 1 T I 0 T

0 0 0 1 0 T 0 T I 0 T

0 0 0 T 0 I T 0 I 0 T

0 0 0 T 0 1 0 0 1 0 1

0 0 0 I 0 0 I 1 I 0 0 T

[T 0 0 I 0 0 I 0 I 0 0 I

0 0 0 T 0 0 I I 0 0 0 T

■ 1 0 0 T 0 0 T 0 0 0 0 T

0 I I 1 T 0 T I T T I 0

0 I I T T 0 I 0 T T I 0

m tZ] »

[T] I



Tabulka 2

1 2 3 4 5 6 8 11 10 13 12 14 15

A B C D E (A\J B)'^ C C A' r\ D = E — B
1 6 7 8 1 9 10 5
2 3 10 4 12 2

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 

0 0 0 1 0 

0 0 0 1 1

0 0 10 0 

0 0 10 1 

0 0 110 

0 0 111

0 10 0 0 

0 10 0 1 

0 10 10 

0 10 11

0 110 0 

0 110 1

0 0 

0 0

(A ^ D)r\C 
1 14
4 3

16 17 18

(B — C)KJ A E
2 16 17
3 1 5

1 1

0 0

19

E A 
5 
1

1 1

1 0

1 1



V rubovol’nej zakladnej mnozine Z a pre Tubovolne mnoziny A, B, C, D, 
E Z splnujuce podmienku (11). Fakt, ze ziadnu z oboch inkluzii nemozno 
vseobecne nahradit rovnostou, vyplyva z existencie riadku, v ktorom his = 
= 0; hig — 1, ako aj riadku, v ktorom hig = 0; hi^ = 1. V tejto siivislosti 
este ukazme, ako sa da na zaklade tab. 2 lahko najst prislusny kontrapriklad. 
Vyberme napr. 7. riadok zdola, v ktorom hig — 0; his = 1. Kedze v stlpcoch 
A, B, C, D, E sii tu hodnoty 1, 1, 0, 0, 1, staci zvolit take mnoziny A, B, 
C, D, E, aby existoval prvok x, pre ktory plati

a; G ^ I = 1, a; G J5 I = 1, xeC \ =0,

xe D 0, xeE 1=1
Polozme napr.

Potom
A^ B = E = {2}, C = D = fd (t. j. a; = 2) 

E - A = 0 ^ {2} {B — C)KJ AU E

Na zaklade oboch prikladov pozorny citatel iste dokaze vyriesit hocijaku 
podobmi lilohu a ma predstavu o zneni a dokaze vety, v ktorej sa tvrdi, ze 
V popisanych pripadoch dostaneme uvedenym sposobom vzdy spravny 
vysledok. My ju nebudeme uvadzat pre zdlhavu formulaciu a nutnost 
akychsi pripravnych uvah (ide napr. o odlisovanie formuly od vztahu, ktory 
vyjadruje v danej mnozinovej strukture a ine).

Na zaver uvedme este tieto poznamky:
a) Jednotiace hladisko pre narabanie s vyrokovymi formulami a formu- 

lami, ktore sme spominali v tomto clanku, dava tzv. Boolova algebra. Jej 
modelmi su napr. system vsetkych podmnozin danej mnoziny Z s opera- 
ciami U, n, ' (komplement), ako aj urcite mnoziny tried vyrokovych formul 
s operaciami v , a , ' (negacia).

b) Ak do vyrokovej formuly namiesto vyrokovych premennych
dosadime ,,mnozinove“ rovnosti alebo inkluzie, dostaneme akusi formula^*, 
ktora je zapisom vseobecnejsieho vztahu (vystupujii v nej symboly =, 
c: a mnozinove i vyrokove operatory U, n, , v, a, o).

Existuje univerzalna tabulkova metoda na overovanie ,,tautologicnosti“ 
takejto formuly; jej popis vsak presahuje ramec tohto clanku.


